
КОММУТИРУЮЩИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ.

ВАРДАН ОГАНЕСЯН

Если два дифференциальных оператора

Ln =

n∑
i=0

ui(x)∂ix, Lm =

m∑
i=0

vi(x)∂ix

коммутируют, то существует полином R(z, w) такой, что R(Ln, Lm) = 0 (см. [1]).
Кривая Γ, определенная соотношением R(z, w) = 0, называется спектральной кри-
вой. Если

Lnψ = zψ, Lmψ = wψ,

то (z, w) ∈ Γ. Для почти всех (z, w) ∈ Γ размерность пространства общих соб-
ственных функций ψ одна и та же. Размерность пространства общих собственных
функций двух коммутирующих дифференциальных операторов называется рангом.
Ранг является общим делителем порядков операторов m и n. Коэффициенты ком-
мутирующих операторов ранга 1 явно выражаются через тэта-функцию Римана
[2]. Случай ранга больше 1 значительно сложней. Первые примеры коммутирую-
щих дифференциальных операторов ранга 2 со спектральной кривой рода g = 1
были построены Диксмье [3] для невырожденной эллиптической кривой. Общая
классификация коммутирующих операторов ранга больше единицы была получена
Кричевером [4]. Общая форма коммутирующих операторов ранга 2 для произволь-
ной эллиптической кривой была получена Кричевером и Новиковым [5]. Общий
вид операторов ранга 3 для произвольной эллиптической кривой был найден Мо-
ховым [6], [7]. Миронов в [8] нашел новые методы построения коммутирующих
дифференциальных операторов. С помощью этих методов были явно найдены пер-
вые примеры коммутирующих операторов ранга 2 и произвольного рода.

Рассмотрим дифференциальный оператор

L4 = ∂4x + u(x).

Предположим, что u(x) имеет полюса в точках a1, a2, .... И в окрестности ai

u(x) =
ϕi,−k

(x− ai)k
+

ϕi,−k+1

(x− ai)k−1
+ ...+ ϕi,0 + ϕi,1(x− ai) +O((x− ai)2).

В работе [9] получены следующие результаты

Теорема 1. Если L4 = ∂4x+u(x) коммутирует с дифференциальным оператором
M порядка 4g + 2 и M , L4 являются операторами ранга 2, то u(x) может иметь
полюс только порядка 4, ϕi,−4 = ni(4ni + 1)(4ni + 3)(4ni + 4), ni ∈ N, ϕi,4k−l = 0, где



k = 0, ..., ni, l = 1, 2, 3. Также ϕi,4r−1 = ϕi,4r−3 = 0, где r = ni + 1, ..., g. Функция u(x)
не может иметь изолированного полюса в бесконечности.

Следствие. Допустим, что u(x) эллиптическая, периодическая или рациональ-
ная функция и u(x) не имеет изолированного полюса в бесконечности. Допустим,
что a1 – единственный полюс в фундаментальном параллелограмме, в периодиче-
ской ленте или на комплексной плоскости. Оператор L4 = ∂4x + u(x) коммутирует с
операторомM порядка 4g+2 иM , L4 являются операторами ранга 2 тогда и только
тогда, когда ϕ1,−4 = g(4g + 1)(4g + 3)(4g + 4), ϕ1,4k−l = 0, где k = 0, ..., g, l = 1, 2, 3.

Следствие. Пусть ℘(x) – эллиптическая функция Вейерштрасса удовлетворя-
ющая уравнению (℘′(x))2 = 4℘3(x)− g2℘(x)− g3. Оператор

L4 = ∂4x + n(4n+ 1)(4n+ 3)(4n+ 4)℘2(x),

где n ∈ N, коммутирует с оператором порядка 4n + 2 тогда и только тогда, когда
℘(x) является решением уравнения (℘′(x))2 = 4(℘(x))3 + g2℘(x). Вычисления пока-
зывают, что при n < 8 спектральная кривая невырожденна для почти всех g2.

Теорема 2. Если L4 коммутирует с дифференциальным операторомM порядка
4g+ 2, M и L4 являются операторами ранга 2 и u(x) имеет полюс в точке ai, то ре-
шения уравнения ψ(4)(x) + u(x)ψ(x) = λψ(x) имеют особенности в ai вида xσi,rg(x),
где r = 1, 2, 3, 4 и g(x) голоморфна в ai,

σi,1 = 1
2(1− 4ni −

√
1− 16ni − 16n2i )

σi,2 = 1
2(1− 4ni +

√
1− 16ni − 16n2i )

σi,3 = 1
2(5 + 4ni −

√
1− 16ni − 16n2i )

σi,4 = 1
2(5 + 4ni +

√
1− 16ni − 16n2i ).

Это означают, что собственные функции всегда имеют точки ветвления. Следова-
тельно, L4 не коммутирует с дифференциальным оператором нечетного порядка.
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